Analyticko-numerické riefenie zmrazovania homogénnych
materialov

K. MECARIK

Na Strojnickej fakulte, Katedre tepelnej techniky v Bratislave sa riesi ¢iastko-
vi tiloha P11-529-264-05/4, koordinatorom ktorej je Vyskumny tstav potravinar-
sky v Bratislave. V rdamei rieSenia tlohy sa ¢iastkovo riesi zmrazovanie (sku-
penskd premena) potravin, rychlost zmrazovania (rychlost skupenskej preme-
ny) a ich vplyv na kinetiku krystalizdcie. S cielom zovSeobecnit skiimané javy
boli ¢asy skupenske] premeny pre niektoré geometrické tvary homogennych
telies spracované do grafickych zdvislosti pomocou pocitaca EC 1021. Grafické
a tabeldrne spracovanie Vysledkov v tvare bezrozmernych kritérii umoznilo
rychlo spracovat namerané vysledky [1, 2]. Pokrok vo vypoctove] technike
umoznil riedit niektoré lohy skupenskej premeny analyticko-numericky, pri-
¢om v niektorych zjednodusenych pripadoch, vyhovujicich technickej praxi
numerického riesenia integralu diferencidlnej rovnice bolo mozné pouzit vrec-
kovy programovatelny poc¢ita¢c TEXAS INSTRUMENT SR-56.

Specifikacia rieSeného problému

Problematiku zmrazovania potravin mdzme rozdelit do troch oblasti. Oblasti I
a 1II a ich rieSenia st pre telesd jednoduchych geometrickych tvarov zname
[3, 4] a presnost rieSenia zavisi od presného urcenia tepelno-fyzikalnych vlast-
nost{ materidlu a hraniénych podmienok. V @vode uvadzany problém sa tyka
oblasti II — zmrazovania, kde dochddza ku skupenskej premene vicsej casti
kvapaliny obsiahnutej v produkte.

Ako prvy riesil dlohu zmrazovania Stephan a Neuman (r. 1791), preto sa
casto nazyva ,,Stefanovym problémom® [5]. Autori riesili problém zamfzania
nekonecnej dosky pri konstantnej teplote povrchu. Na zmrazovanie potravino-
vych produktov Plank a Nesselman \'Vpracovali podrobnt tedériu riesenia
lychlos’cl skupenskej premeny a ¢asu zamfzania pre jednoduché geometrické
tvary telies kvézistaciondrnou metédou. Metéda sa dd pouzit iba pre telesd
s velkym obsahom kvapalin. Vacsine potravinarskych produktov presnost
rieSenia vyhovuje [6, s. 9]. Pre vypocet ¢asu skupenskej premeny v Sirokom
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N Obr. 1. Rychlost skupenskej premeny
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rozmedzi teplot a kvapaliny obsiahnutej v produkte najlepsie vyhovuje riese-
nie Megerlina [7] a Stephana [5], ktory Megerlinovu tedrin rozsiil a doplml
0 vaocet skupenskej premeny (loddtlsovvnu topelnynn zdrojmi. Presnd ma-
tematicka spemﬁl\acm problému je rozsiahla a bola uZ podrobne opisand [6].
Analytické riesenia sa kondia rovnicou [1], Co je stcasne definicia rychlosti
s‘kupen&ke]' premeny. Analytické riesenie rovnice [1] nie je zndme a integral
sa potita numericky

3¢* _ —(1—Bin) + La= Bin)® — 2(2q — Biy®)Bi/Ph )
dt (2 — Bin?) \
): valee — n = 1, 5 = In&*; gula — n = 2,
I)lfuelh idlnu rovnicu (1) nahradime rovnicou diferentnou (2)
Af* (1 —Biy) + ...J(1 —Biy)?— 2(2y — Biy?)Bi/Ph 2)
At &*0(2n — Bin?)

Bezrozmerny cas (At) skupenskej premeny v mieste &% bezrozmerného ele-
mentu vypocitame zo vztahu (3)

AE*
At = A&* > 3
/< At )S c (3)
kde stradnica
n—1
§= 3 AF*. (4)
1

Celkovy cas sktlpellske] premeny T, dostaneme sumaciou ¢iastkovych hodnot
Az v rozmedzi od &* = 0 po &* = 1 (presnost podla dlzky kroku AE*)

n—1
= X At . (5)

[y
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Najnepriaznivejsi stav nastdva pri minimélnej hodnote skupenske] premeny
3&*[37 (alebo A&*/At) v mieste &¥*pip od stredu telesa. Preto je vhodné hodno-
tu £¥*min vypocitat.

Postup vypoétu

Ako priklad vypoctu integralu rovnice (1) uvedieme postup vypoctu po-
mocou programovatelného pocitaca TEXAS INSTRUMENT SR-56. Vztah
(1) pre hodnotu &* = 1 nie je definovany a vypocet mdzeme robit iba s n — 1
krokmi. Napriklad, ak volime pocet krokov n = 100, vypotet prebehne s # — 1
krokmi. Dizka kroku je A&* = 1/n, ¢o pre 100 krokov je A&* = 0,01.

Tabulka 1 uddva program pre gulu, tabulka 2 je dodatok pre nekoneény
valec a tabulka 3 je dodatok pre nekoneént dosku. Obsadenie pamitovych
registrov zobrazuje tabulka 4. Pred spustenim vypo¢tu musime do ¢ registra
vlozit vicsie cislo (stac¢i 100), pretoze ak plati @ = t, zastavi sa porovnavanie
3&*/87 a v registri ¢ ostane minimdlna hodnota (A&*/AT)min. Pri spractvani

Tabulka 2. Dodatok k programu Tabulka 3. Dodatok k programu
pre nekonec¢ny valec pre nekonec¢nt dosku
Adresa Kod Tlacitko Adresa Kod Tlacitko
11 34 RCL 12 3 RCL
12 05 5 12 05 5
13 13 Lnx 13 74 —
4 | 46 *NOP 14 01 1
15 46 *NOP 15 53 )
16 46 *NOP 16 46 *NOP
17 46 *NOP 17 46 *NOP
18 46 *NOP 18 46 *NOP
58 54 =+ 58 46 *NOP
59 34 RCL 59 46 *NOP
60 05 5 60 46 *NOP
61 46 *NOP 61 46 *NOP

Tabulka 4. Obsadenie pamitovych registrov

0 1 2 3 4
n Bi Ph 7 (Bin — 1)a 6&* [0t
5 6 7 S 9
n—1 n—1
Z Ag E* min —\_4 Az, A& volna
1
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Tabulka 5. Postup vypoctu

Zadané Tlacitko Display
Bi 2 *CMs STO 1 2
Ph 5 STO 2 5
100t > @ 0
n 100 RST, R/S 100
Vypocet ca 4 min 20 s 0,0250951385

Tabulka 6. Vysledky vypoctu

Vypocitane Tlacitko Display
&*min RCL 6 0,89
T, RCL 7 1,760041601
o&*[oT xSt 0,3913886347

programu pre nekoneény valec a nekonetni dosku mozno prebytocné operdcie
*NOP vypustit za podmienky zmeny adries.

Vypocet sa urobi takto:

1. Natla¢i sa program podla tabulky 1 s doplnkami z tabulky 2 a 3 podla
poziadavky.

2. Tlacdia sa tlac¢itka podla tabulky 5 so zvolenymi hodnotami Bi, Ph, n
(v priklade tabulky 5 je Bi = 2, Ph = 5, n = 100), a spusti vypocet.

3. Tlac¢enim tlacitiek podla tabulky 6 z displaya opisat tdaje.

Vysledky vypoctu podla zvoleného prikladu st

Cas skupenskej premeny pre Iubovolny polomer gule a, a tepelnit vodivost
tuhej fazy as

B

P 17620
(g

Minimdlna hodnota rychlosti skupenskej premeny

in I vl QN 0,39
37 1niu~— AT Juin as At I

e min

Pre konkrétne hodnoty x, a as

A5) 30 %
At Jmin s
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Stradnica minimélnej hodnoty

E¥min = —§— = 0,89 ,
Ty

fmin = 09895(‘0
Hodnoty platia pre gulu pri Bi = 2 a Ph = 5.

npracovanie vysledkov

Vysledky meran{ a vypottov je vhodné spractivat vo forme, v ktorej maji
vieobecntt platnost. Cas skupenskej premeny ¢ je funkcia ty chto rozmerovych
veli¢in .

t = f(a, AT, 2y, 0, by 2, ¢) . (6)

Rovnica (6) obsahuje 8 premennych rozmerovych veli¢in. Hladanie ich vzdjom-
nej zavislosti by bolo komplikované a stracala by sa prehladnost pri spracavani
vysledkov. Pouzitim tedrie podobnosti a tedrie rozmerov [8, 9] zredukujeme
pocet premennych. Rozmery 8 skimanych veli¢in mozno vyjadrit 4 zakladny-
mi rozmermi, ktoré su dimenziondlne nezdvislé. Tym sa pocet premenn\'r(h
Zr edulsu]e na 4 bezrozmerné kritérid [9]. ktoré st od seba nezdvislé. Vacsi pocet
kritérii ako 4 nie je vhodné zostavovat, lebo kazdé dalsie kritérium by bolo
iba kombindciou 4 zdkladnych kritérii a tieto by nidm neddvali nijaké nové
informécie o skimanom jave. D4 sa dokdzat (postup [8]), Ze skiimany jav mo-
zeme opisat 4 zndmymi kritériami Bi, Fo, Ph a &% Prvé tri kritérid s pomery
10711@115 ch rozmerovych veli¢in a Stvrté Lntelmm je pomer rov nakych rozmero-
vych velicin. Kritérid ziskané rozmerovou analyzou st totozné s kritériami

Obr. 2. Bezrozmerny ¢as skupenskej
premeny gule.
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Obr. 3. Bezrozmerny cas
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pouzitymi v rovnici (1). Opisané vysledky uvedenym postupom graficky zn-
zorfiuji obrazky 2—4. Na grafické spracuvanie vysledkov bolo potrebné poci-
tat velky potet hodndt a na zaznamendvanie vypocitanych hodnét a ich vy-
potet sa s vyhodou pouzil &islicovy pocitac EC 1021. Vysledky st totozné
s vysledkami prilozeného programu na TI SR-56.

Stuhrn

V ¢élanku sa riesi vypotet ¢asu zmrazovania niektorych telies jednoduchych
geometrickych tvarov pre iroky rozsah teplét zmrazovania a kvapaliny obsiah-
nutej v produkte. Riefenie je analyticko-numerické, kde zatiatotné riesenia
st analytické a koneéné konkrétne rieSenia pre jednotlivé tvary telies sa rieSia
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numericky pomocou pocitaca. Vysledky riefen{ z poéitaca st spracované v tvare
bezrozmernych kritérii graficky, ¢o umoziiuje pouzit vysledky priamo na vy-
pocet ¢asu zmrazovania potravinovych materidlov a tavenie a tuhnutie kovov.
Numericky vypoctet mozno robit ¢slicovymi poéitatmi a v zjednodusenej
forme, vyhovujicej technickej praxi, aj malym ¢islicovym pocitatom TI
SR-56, pre ktory je program tabeldrne spracovany v tomto ¢lanku.

Zoznam skratiek

@ — teplotova vodivost tuhej vrstvy
¢ — merné teplo

h — skupenské teplo

n  — parameter; n = 0 pre dosku;

n = 1 pre valec; n = 2 pre gulu
(tiez n — pocet krokov)

t — das
T — teplota

T's — teplota skupenskej premeny
T, — teplota chladiaceho média

x, — rozmer telesa

o — sucinitel prestupu tepla

7 — transformovand suradnica

4 — teplotna vodivost tuhej vrstvy
& — stradnica tuhej vrstvy

o — mernd hmotnost tuhej vrstvy

Bezrozmerné parametre

Bi — ax,/A: Biotovo kritérium

Ph — h/c (Ts — T4); kritérium skupenskej premeny
v — at/z}; Fourierovo kritérium

E* — Efay: bezrozmernd stradnica tuhej vrstvy
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AHATHTHYCCRO-UICICHHOC PCLICHNC 3aMOPKIBAHIA FOMONCHHDIX MATCPHAIOR
Peswome

B cTarhit aHaJIBHPYCTCH pacuyeT BPEMCHI 3aMODAAKUBAHUST HCROTOPBIX T HPOCTh
reoMerpuuec kux (JOpM LI HHIPOROIO TeMHICPATYPHOTO HHTEPBAIIA 3aMOPAKIBAHIA 11 KN -
ROCTIL B 1TPO/LyKTe. Permenne ama inTHuecKo-Une/JIeHHOe, 1718 HaUa IbHbIC DCIHeHIA — aHa/ nTh-
YeeKHE M KOHCUHbIC KOHRPETHLIC PeMICHUS JU/IH OIIPEe CHHBLIX (JOPM TC/I PemeHbl TUCCHN G
¢ 1OMOILI0 BBIYMCTUTEILHOH MalMHbl. Pe3yiIbraTol peiieHnil BLIMHC, THTeILHON Matnih,
pasdpaboransi B popme Ge3pasdMepHbIX KPUTEpHil Tpa@uueckis, UTo M03BO/HET IPAMO HCHO -
30BaTh PE3YJILTATHL HA PacyeT BPEMCHI 3aMOPasKHBAHMS POy KTOBBIX MaTepla 0B I IJTaBRy
11 TBEp/eHne MerasiioB. UHCACHHBIT pACUCT BOZMOKHO CACTATH ¢ TTOMOIILIO IIHPPOBHLIX Bii-
WHCJMTEBHBIX Malniig, 1t B VIPOHICHHOIH (JopMe, KOTOpasi YIOBJICTBOPSCT TEXHIUECKON
HPAKTIRE, ¢ TOMOMILIO Mau10il LMhpoBoii BLIUHCIITE LHOM Maliib] TISR-56. ITporpamma
HA BBIYHCANTEILHOI MAIIiIe HTOr0 Tilia pazpadoTaHa B CTAThIL.

The analytical-numeric solution of freezing homogeneous materials
Summary

In the article is solved the freezing time calculation of some solids of simple geometric
shapes for wide range of freezing temperatures and liquid in product contained. The
solution is analytical-numeric, where the initial solutions are analytical and final concrete
solutions for single solid shapes are solved numeric with computer. The solution results
from computer are elaborated in form of nondimensional criteria graphically, what
malkes possible to apply the results direct for calculation freezing time of food materials
and melting and hardening of metals. The numeric calculation is possible to do with
digital computers and in simplified form, suiting for technical practice, also with small
digital computer TI SR-56, for which the programme in the article is tabulated.
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