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Analyticko-numerickd rie5enie zmrazoyania homog6nnych
materirf,lov

ri. un0Anrr<

Na Strojnickej fakulte, Katedre tepelnej techniky v Bratislave sa rie5i diastko-
vri frloha Pl I-529-264-0514, koordinritorom ktorej jeVlfskumn;i ristav potravind,r-
sky v Bratislave. V riimci rie5enia flohy sa diastkovo rieBi zmtazovanie (sku-
penskri, premena) potravin, r;ichlost zmrazovania (r;ichlost skupenskej preme-
nr') a ich vplyv na kinetiku kryStalizr{cie. S cielom zov5eobecnit skriman6 javy
boli dasy skupenskej plemeny pre niektor6 geometrick6 tvary homogennSieh
telies spracovan6 do grafick;ich zA,vislosti pomocou poditada EC 1021. Grafick6
rr trr,bel6rne spracovanie v;isledkov v tvare bezrozmern;ich krit6rii umoZnilo
rychlo spracovat nameran6 vysleclk5' [, 2]. Pokrok vo vypodtovej technike
umoZnil rie5it' niektor6 irlohy skupenskej premeny analvticko-numericky, pri-
iorn v niektorych zjednodu5en;;ich pripacloch, vyhovujricich technickej praxi
numerick6ho rie5enia integrrilu diferencirilnej rovnice bolo moZn6 pouiit vrec-
liovlf' proglamovatelny poiitad TEXAS INSTRUMENT SR -56.

$pecifikficia riesen6ho probldmu

Problematikuzmrazova,nia potravin m6Zme rozdelit do troch oblasti. Oblasti I
a, III a ich rieBenia sri pre telesd jednoduchly'ch geometrickych tvarov zndrne

[3, 4l a presnost rie5enia zrivisi ocl presndho urdenia tepelno-fyzikrilnvch vlnst-
nosti materittlu a hranidn;ich podrnienok. V rivode uvridzan;f' probl6rn sa t. ktr,

oblasti II - zrnrazovania, kde dochddza hu skupenskej plemene v[iSej i'trsti
kvapaliny obsiahnutej v produkte.

Ako prv;f rie5il rilohu zmrazovania Stephan a, Neuman (r. I79I), preto sir'
iasto nazj'va ,,Stefanov;im probl6mom" [51. Autori rie$ili probl6m ztrmi'zani:r
nekonednej dosky pri konStantnej teplote povrchu. Na zmrrrzovanie potravino-
qich produktov Plank a Nesselman vyplacovali poclrobnir te6riu lieSenirr
r;ichlosti skupenskej plemeny a dasu zs,mfzanizt. ple jeclnocluch6 geornetrick6
tvary telies kvd,zistaciondrnon met6dou. Met6ila str dtl pouZit iba ple telesi
s velkl;?m obsahorn kvapalin. Vdd5ine potravindrskvch ptoclulitov ptesnost
rie5enia vyhovuje [6, s. 9]. Pre vfpoiet basu sliupenskej plemen.\- v Silokom
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Otr. l. Rj'chlosd skupenskej plemeny
\. z.ivislosti od bezrozn,err-rej sLrrarl-
nice telesa.
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(i*)

rozrneclzi tepl6t a kvapaliny obsiahnutej v produkte najlepSie v1-hovuje rieSe-
nie Megerlina [7] a Stephana [5], ktorli Megerlinovu te6riu loz3ilil a doplnil
o v;iipodet skupenskej premeny clotlatkov'irni tepelnl;?mi zdrojmi. Presnd, ma-
ternatickS, Specifikri,cia probl6mu je rozsiahla a bola uZ podrobne opisan6, [6].
Analytick6 rie5enia sa koniria tovnico'.r fll, c:o je sridasne definicia rtichlosti
skupenskej premeny. Analytickd r'ieienie tor-uice [] nie je zn6nte a integrri,l
sa poiita nurnericky

-g-Btryt 
-r.f (l)

kde tloslia, - ru : 0, q -(6* -
n : G't'-- l)/t'* .

;,in(2r7 _ Bi,lr)

l); valec 
- 

tt : 1, i7 : lnf':': gnla -- tt: 2,

Difereneirilnu rovnicn (I) nahlaciirne lovnicou clifei'eninou (2)

-(r-Biry) +.ll1t-eryP5 (2)
{'-',1z,7 __-Bitq-

Bezlozmernlf ias (Az) skupenskej premeny v mieste E* bezrozmern6ho ele-
mentu qrpoditane zo vztahu (3)

af* :
Lt

Az: Af'r/f4f\'\ At 71*'
kde sriradnica

f',' : "tt af*. (4)
1

Celkovy das skupenskej premeny zo dostaneme sumilciou diastkovych hodndt
Az v rozmedzi od f* = 0 po f*-: i (presnost podla diZky krotu A6*;

(3)

l-lro: > Az '
1
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Nir.jncpliazrlll'6rjSi stav rrrtstiivtr pli rnininttilnci hotlnote sl<ullerrsiisj plerrrenl
,\-:':'iDz (ulclro I.e':'t^t, \- llri(,ste {'i'r.i,r orl streclrr telcsit. Pleto ic r.Iotln6 [orlno
t r.l ,!':',,,in r-r'poi'ittrt.

Postrrp v.{'1toi.trr

Ako llriltlrLtl r-i'poi'ttr integltilrr t'or-nice (l) rn'erlit,nre postrryr r..y1loi,trr po-
rlro('ou l)r'osrarnorirtt'l'nlrho poi'itai'rt'l'EI-\S INS'l'RLI]IliN'l'SR-50. \-ztrrli
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o^.ktj plemeny
sb ,.1n6 hodno-

:p vvpoi.tu po-
>R-i6. \'ztah

rbif iba s rz 
- I

tl,;--1,1-r"sz-l
- l.t tl.
Prr nekonednlr
i* l.,rrmatovych
&? riir,r I registra
a pr-,I'Ornd,f'anie
Pri sprtrcfivani

l.: s i programu
c: ,i,,sku

2 *CMs STO I
5 STO2
100, ) o
r00 risT, R/s

Vfpodet ca 4 min 20 s

Tabulka 6. Vfsledky vfpodtu

E*.q mtn
To

d6*/dr

RCL 6
RCL 7
att

0,89
1,76004160t
0,3913886347

programu pre nekonedny valec a nekonednri dosku mozno prebytodn6 oper{,cie
*NOP vypustit za podmienky zmeny adries.

Vfpodet sa urobi takto:
l. Natladi sa program podla tabulk5' t s doplnkami z ttr,bulky 2 a 3 podla

poZiadavky.- 2. Tladia sa tladitka podla tabulky 5 so zvolen;?mi hodnotami Bi, Ph, n
(v priklade tabulky 5 je Bi - 2,Ph : 5, %: 100), a spusti vypoi,et.

3. Tladenim tladitiek podla tabulky 6 z displaya opisat ridaje.
Vfsledky vlfpodtu podla zvolen6ho prikladu sfr

to: 9* - r,76
ffo-

eas skupenskej premeny pre lubovolny polomer gule a'0 a tepelnir r.oclivost
tuhei f&zy os 

^ 2

t : I,7S't.

Minimr{,lna hodnota rjchlosti skupensliej pleneny

(Y)"* =(#)*,: (5) : o 3e

\ :ri' / -",
Pre honkr6tne hodnoty no a' (t,s

BUI,I,ETIN XIX/2-1980

Bi
Ph

m

f4g\ : o.3e 3s-
\Al,/-t" 0s

Tabulka 5. Postup vlipo6tn

Tlai'ftko



Sriradnica minimri,lnej hodnoty

f*s mln 0,89 ,

6mtn : 0,8910

Hodnoty platia pre gulu pri Bi : 2 a Ph : 5.

Spracovanie vfsleilkov

Vlisledhy merani a vypodtov je vhodn6 spracrivat vo forme, v ktorej majfi
v5eobecnri platnost. Cas skupenskej premeny f je funkcia tychto rozmerovych
velidin

t : f(o., LT, rs, p, h,, ),, c) (6)

R,ovnica (6) obsahuje 8 premennych rozmerov;ich veliiin. Hladanie ich vzrijom-
nej ziivislosti b5r bolo komplikovan6 a strd,cala by sa plehladnost pri spracir'ani
vysledkov. PouZitim te6rie podobnosti a te6r'ie rozmerov [8, 9] zredukujeme
podet premenn;i'ch. Rozmery 8 skiman;ich velidin moino vyjaclrit 1z*,kladnj,-
mi rozmermi, ktor6 sri dimenzionri,lne nezd,visl6. T;im sa podet premenn;fch
zredukuje na  bezrozmern6 krit6riri, [9], ktor6 sri od seba nezri,visl6. V€td5i poiet
l<rit6rii ako 4 nie je vhodn6 zost'avovat, lebo kaZd6 d'albie krit6rium by bolo
iba kombind,ciou 4 zd,kladnl;?ch krit6rii a tieto by nrtm nedrivali nijak6 nov6
informricie o skri.manom jave. Dri sa dokiizaf (postup [8]), Ze skirman;? jav rn6-
i,eme opisat 4 zn6mymi krit6r'iami Bi, tr'o, Ph a f'r. Prv6 tri krit6rid, sf pornery
lozlidnfch rozmerovych velidin a 5twt6 krit6rium je pomer rovnahjch rozmero-
r';ich velidin. Krit6riri, ziskan6 rozmerovou anallrzou sf totoZn6 s krit6riami

T '- Obr. 2. Bezrozrnern;i das skupenskej
. - premeny gule.
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Obr. 3. Bezrozmerny das
sliupenskej premeny ne-
konedn6ho valca.

.::,r|ej ntiljil
, 'zlller.or"vclt

(6)

:-. :iii r-ztijont-
:: : -lll'itCir\-illti- 

z: r.,lLrhuienrtr
''-: ; zrililtlclnli-
: l,: !,llletln\icll
-..'. \ ilr'-il l)OCCt
r:'-.lrrt ltr- l}OlO-' :-ijirk6 novdl
.::-i,.rrv jirv ltrer-

;:.1 ;ri por)lerv
.-{-. , lI l'ozlllelo-
= - iilit6r'ianii

-iiLrpenskej

Obr. 4. Bozrozrnernf das
sliupenskej premeny lle-
lionednej dosky.

8n'rE

tr2

pouZitlrmi v lovnici (f ). Opisan6 r,-;isledky uveden5?m_postupon grtlficli\- zni'I-

iornuj-,"'r obr6"zk7r 2-4. Na grafick6 splacfYanie vlfsledkov bolo pott'ebn6.poi'i-
tat velky pobet hodn6t a na zaznamenfvanie v1'poditani'ch hocln6t a ich r'. -

podet sa s vyhodou pouzil dislicov;i pgqit_?l EC i011. \-i'slecllil- sfi totozn6
s v;isledkami priloZen6ho progranu na TI SR-56.

S ri hrn

V dld,nku sa riesi vlfpodet dasu zmrazovania niektorlich telies jednoduchllich
geometrickych tvarov pre Siroky rozsah tepldt zmra-zoYania a kwapaliny gb:h!-
iutej v pr6dokt". Riesenie je anal5'ticko-numerick6, kde zadiatodn6 rieBenia

sri analydick6 a konedn6 konkr6tne lie5enia pre jednotliv6 tvary telies sa rie5ia
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numericky pomocou pobitada. V;yasledky lie5eni z poditada sri spracovan6 v tvale
bezrozmern;fch krit6rii graficky, do umoZiuje pouZit vysledEy priamo na vf-
podet 6asu zmrazovania potravinov;ich materiri,lov a tavenie a-ttihnutie kovov.
Numerickly' vypodet moZno robit dislicovl;imi poditadmi a v zjednoclu5enej
forme, vyhovujricej technickej praxi, aj mal5im dislicovym pbditafom ti
SR-56, pre ktorJi je program tabekirne spracovan5i v tornto dld,nku.

Zoztart sl<rat,iek

a 
- 

teplotovti vodivost tuhej vrstvy
c - mern6 teplo
/r, 

- 
skuperrskd teplo

?? 
-parameter; 

n : 0 pre dosktr;
n : I pre va,lee; n: 2 pre gulu
(tiei, n 

- 
podct krokov)

I -ias? - teplota
?s - 

teplota skupenskej premeny
?, 

- 
teplota chladiaceho m6dia

co - rozmer telesa
a - 

sirdinitel prestupu tepla
ri 

- 
transformovand, sriradnica

l, 
- 

teplotnri, vodivost tuhej vrstvy
f - 

srlradnica tuhej vrstvy
p 

- 
rnern6 hmotnosd tuhej vrstvy

l.

2.

3.
4.
5.

6.

7.

8.
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Bezrozmern6 paranretre

Bi - atol 7: Biotovo krit6rium
Ph 

- 
ltlc (Tr 

- T") ; kritdrium skupenskej premeny
r -atlufi; Fourierovo krit6rium
E* - Elxo: bezrozrnern6 srlradnica tuhej vrstvy
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P c:l roue

lJ t ritrll aHa,;lrr3rrpycrcfi pacrrer BpeMculr BaMopalKI{BuHl{tr Eclioropblx re,rr rtpocrb,tr
rr)oMerprrrrrreHlx rfopu Jl;rfl uupo]iolo reMneparyprror-o uuTepB:I.'ra 3aMopa?(uBolltr u Eul;p
liocru B npojt\,iire. Pcurenttc irlla. utrurtecHo-Illt(',rleHHoe, r';le fiitrtil.tt,Hr'to l,(tttteHtlff - aua. tnrrl-
rlcclirre tr rioHerlHlJe Rol'ripoTlrue perlcHnfi /(Jltr onpe'qe,IleHHr,lx Qoprl T0.ir pemerrbl rlr4cJrcHHo
(1 rroMotrlLrl su.rrc;rr4reru,tlori MauiuHLI. Peaylr,rarr,r peuelrlll:i BLrtlr(:.-rllre;rbnoil uanlrHr,,
paapa6oranr,r n rpopue 6capaauepnrt-x fipurepuft rpaipn,ree rur, rrro ro3BO.:rtler nplMo ucrro;rrr
3OBaTb p0:lyilbTaTbl IIa paCUeT BpeMoHII 3aMOpalI(IIBaEUfi npOAyltTOBI'lx ilIaTepIIanOB Ir n.-I?lBliy
rr rBcpjtcune Mcra,rrJoB. lll(JleHHltl-r pactrcr Bo3Molr{Ho ('Jc.Trarr, ('ltoMotur,lo qn(ppontlx ntr-
ullcitllTc,'rbHblx MarrjlrH, n B )'npollleHHoiI oopMc, KoTopaH y.'toB.rcTBol)HcT TexHfirrc(rroil
rrpaxrrrKe, c rroMonlbro ua;loii qlr{rposoii sr,r.rficrme"'ruroii MilrrrrHbr 'IISR-56. flporparuraii
l{it Bbl(rlrc.itrlre;rr,noii uarnrruc aror'O rtilla pallpa60Talra B L]TarI'tI.

The onalytieol-nuuroric solution ol freezing homogeneous matelials

Summary

In tho articlo is solved the freezing tirne calculation of some solids of simple geometlic
shapes for wide range of fleezirrg temperatures and liquid in product contained. Tho
solution is analybical-nurneric, u'here the initial solutions are aualytical a,nd final concrete
solutions for single solid shapes are solved numeric t'ith computer. The solution results
from comput'er are elaborated in form of nondimensional criteria graphically, what
ma,kes possiblo to apply the results direct for calculation freezing time of food materials
and melting and hardening of nretals. The numeric calculation is possiblo to do lrit'h
digital computers and in simplified form, suiting for technical practice, also rvith small
digital computer TI SR-56, for u'hich the programme in the article is tabulated.
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