
MoZnosti oplikticie te6rie prechodnf,ch procesov toku teplo
no ohrievonie q chlodenie potrovin

;1. Snpt.I.x-t

V potravin6.rskej technickej praxi sa stretivame s obidvoma sp6sobrni toku tepla,
t. j. s tohom teplaza ustS,len6ho aj za neustdlen6ho stavu. Pri toliu tepla za ust6,le-
n6ho stavu ost6,va teplota v lubovolnom bode telesa po6as cel6ho procesu st6,lou
(dt/dr : 0). Je to pripad vedenia a priechodu tepla cez izol6"cie, ohrievacie a chla-
diace zariadenie a pod. Pri tomto treba braf do tvahy tvar telesa a okraior'6 pod-
rnienky, ktord lrra.jf rozhodujircu flohu v celom procese veclenia tepla. V;fpodtov6
rovnice priestupu tepla vedenim pre r6zne formy telies (rol'n5, stena, valcovd stena
a pod.) sri dostatodne zn6"me [, 2, 3.].

V poslednom dase je intenzivne mabemtrticl<o-analyticky rozpracovri,vany neustS-
leny sp6sob toku tepia. ktory umoZiuje kvalitativne sledovanie rozloZenia teplotn6ho
pola v ohrievanom (ochladzovanom) materirili. Sri to pripady blanSirovania, pasteri-
z1"cie, sterilizd,cie, v5eobecnt tepeln6ho spracovania potravin a pri niektorjrch fhzach
su5enia, a to najmd v prv;ich fizach tepelnej oper6,cie. Teoreticky sa poiita, Ze je
potrebnli znadne dlhli das neZ sa ustriLli Staciond,r'ny tok tepla a pomimi v5el,ky vplyvy
prechodnych javov.

Pri Stridiu podstaty biochemickych a fyzik6,lno-chemick5Tch zrnien v surovine
rastlinn6ho alebo Zivodi5neho p6vodu pod vplyvom tepeln6ho splacovania, tepelnej
dehydratd,cie, sa nezaobiderne bez sridasn6ho Stridia a anal1izy teplotrr6ho pola
v Studovanom materiS,li a bez nhletzit6lio Stridia zS,konit,osti tepelndho procesu
v zriujme jeho optimalizitcie. Aj hladanie spdsobov skr6,tenia doby tepeln6ho pdso-
benia, moZnosti pritom optim6lneho vyuZitia tepelnej energie, sa nezaobide bez
vdZncho St ridia tychto javov.

Stridium rozloi,enia teplotn6ho pola pri tepelnom spracovani potravin cestou
exporimentu je pre obtaZnost merania teploty v jednotlivfch uvaZovan;ioh bodoch
dnes takmer nemoZn6. Ak chceme, aby reZim tepeln6ho spracovania pobravin bol
vedecky opodstatneny pre kaZdy konkr6tny pripad, musime sa uchylit k mate-
maticko-analytick6mu hodnoteniu teplotn6ho pola pri tepelnom spracovani potravin.

V dal5om chceme poukS,zat na schodnost cesty matematicko-analytick6ho rie5enia
nadhoden;ich probl6mov.

Matematickri te6ria tepelnej vodivosti vychhdza z experimentd,lnych skrisenosti,
ktor6 ukazujri, Ze tepelnli tok medzi dvoma povrchmi je priamo rimern5i rozdielu
tepl6t medzi nimi. Pri dosiahnuti ustrilen6ho stavu mnoZstvo tepla Q, ktot6 pretekri
za bas r cez plochu S dosky o hnibke c sa rovn6
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a:
pridom.l je koeficient tepelnej vodivosti (W(m . d"g) ), t, a t, - teploty na powchu
dosky.

Rovnica (l) vyjadruje zhkladn!, Fourierov zdukon tepelnej vodivosti za ust6len6ho
stavu, najmd po jeho kvantitativnej str6nke.

Z rovnice (l) m6Zeme vyjadrif powchovir hustotu tepelndho toku z ako mnoZstvo
tepla, ktor6 prechri,dza jednorozmerne jednotkovou plochou za jednotku dasu

ntr- t,
r , W*' Ql

resp. zmenu hustoty tepeln6ho toku v smere pnidenia tepla
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AiAt : cpAr?t,

kde cp : objemovd, tepelnri, kapacita, Ji(m3 . deg)"
dasovri zmenu teploty 'i' hmote pAr mdLeme vyjadrit

z rovnice (4) takto:

0r

B,ovnice (2) a (3) platia aj pre neust6len;i tok tepla, kedy teplota f s iasom r
sa meni.

V limitnom pripade pre tepelnj tok 0i za tas Ar cez jednotkovri plochu na riseku
0r (t . j. v hmot'e pAr) rn6i,er:;re pre tepelnri bilanciu napisat vzfah

(4)

r';foazom, r'ypljvajfcim

at I ai,

tu cQ ar' (5)

Ak dosadime do rovnice (5) za 0il0r v;inaz z rovnice (3) dostaneme parcirilnu
diferenci6,lnu rovnicu pre jednorozrnernf tok tepla v izotropnej pevnej l6tke:

: r(a) ,

kd.e a : )"lgc. Ttfto kon5tantu Kelvin nazvalkoefi.cientom tepelnei difrizic a Maxrvell
koeficientom teplotnej vodivosti. V rorznici znamenajri:

2 : koeficient tepelnej vodivosti, W/(m . deg),

Q : hustota 16,tky, hg/ma,
c - 5pecifick6 teplo l{tky, J/(kg. deg),
a - koeficient teplotnej vodivosti, m2/s.

Z rovnice (6) vyplliva, Ze rfchlost, ohrevu litky pri ostatnlich rovnak;ich pod-
mienkach je zrivisli iba od koefi.cientu teplotnej vodivosti a, L. j. od termickych
charakteristik Litky ),, Q a c, kLor6 kv6li jednoduchosti budeme povaZovat za r\e-
zri,visl6 od polohy uvaZovan6ho bodu a teploty l6,tky.

V tabulke (I) uvridzame termick6 charakteristiky niektorfch ld,tok, ktoft z potra,-
vindrskeho hladiska sri zaujimav6, a z nic}rr v;rpo6itan6 koeficienty teplotnej vodi-
vosLi. Z tabulky m6Zeme napr. wiitat, Ze koeficient, teplotne j vodivosti skla (a : 3,4)
je 2 kr6"t tak velkSi ako koeficient teplotnej vodivosti pastovitej l6,tky (a: 1,8),
do znamen6,, Ze sklo sa bude pri sterilizS,cii 2-krrit tak rfchlo ohrievat ako jeho pasto-
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TabuIka l. Termick6 charakteristiky niektor;i'ch h{tok

Specifickd,
hmota,

a
kg/-t

tipecrtrcke
teplo,

a

k4(kg . deg)

Objemovrir
tepeln6

kapacita,
cQ

kJ/(m3 . deg)

Koeficiont
tepelnej

vodivosti
1

W(m. deg)

Koeficient
teplotnej
vodivosti,
a . l0?m2/s

voda (0'C)
vzduch (0 "C)

vzduch (100'C)
vodn6, para
(100'c)
vodn6 para
(200 "c)
med
hlinik

l,3l
ts2,9
336, l

0,5780 r.9008

0,4515
8930

2700

t,9594
0,3885
0,8876

Iad

7876 o,46+7

sklo 0,720t
2,t02

750 3,852
3,60zemiaky I 100

l0I0 3,90

pastovit6 l6tky
cukornlf sirup
(20 "c)
l5'Bg

I

vitA n6,plii a pre nrychlenie procesu sterilizd,cie treba hlacltrt sp6sobv ulychlenirr
prenil(&nia tepla nie r' slilc, ale v pastovitej hmote.

Ak privedieme do stvliu dre l6,tky, htor6 majri spoi"irtliu l62;re teploty, pri dost:r-
toine dllrom kont'alite zatne sa icir teplota vyrovnaivat. Do tobto iasrr tcplotn6 polr:
obidvoch l6t,ok sa merri s i.asom. Hned pri dotl'hu dvcich idtoh, litor6 majri r6znu
teplotu, alebo Litky a plrmn6ho alebo kvapaln6ho m6dia, r zniliA r' haidom z nich
toli tepla. U pevnej Jd,tky vjmerra tepla nast6,v:r, tesne pod jei povrchom, preto
tva,r ld,tkv bude mat podradnej5iu rilohu v porovnani s ie,i tei-miehi'mi vlastnostami.
Neitaciol6rnosC tcpehrilic) proccsu jc zr.Li5t vyrazn6" najmri pli hri,tlion styku dvoch
ld,toh. V technicliej literatirre sri tiet'o pripacty 1';,imenv tcpla. r'oztl,:lenia teplotn6ho
pola. ol{amZit,6ho toku tepla, celkov6ho toku tepla a l<oelicientu pr'iestupu tepla
rlost rrrdio spracovarr6.

Pri konkrdtnom rieSeni uveclenich ot\nok pre ohrev (resp. ochladzovanie) potravin
vyjdeme z tohto zjed.nodubujirceho predpokladu: pri ne5taciondrnom ohrievani
potravin6rskych surovin alebo produktov 6i uZ stykom s peynou ohrievacou l5,tkou,
kvapalnlim alebo plynnfm m6diom, je priestup tepla z Li,tky alebo mddia do potra-
viny znaine velk;i, do znamen6,, Ze pri kon5tantnej teplote ohrievacieho prostredia,
vzhladom na nizky koeficient, tepelnej vodivosti potraviny, teplota powchu ohrie-
vanej potraviny a teplota tesne pod povrchom, je kon5tantn6.

rk6

99e,8 I 4,218 42t6,5
1,260

0,9238
0,0243
0,03105

0,8847

346,9
235,7

366,0
180 aZ 280

r934

o,02384

0,03256

203,5

73,3

0,60 aZ 0,81

t,745
0,4r

0,58 aZ 0,62
0,60 aZ 0,61

2889

3960
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Rozd.iel teploty zvolen6ho miesta (bodu) potrar.iny f a teplotS' jej ohrievrn6ho
povrclru fo m6Zcme vvjadrit v bezrozrnernom tvare velidinou

]- -f -fo
tr- ta

priiom f, je poiiatoin6 teplota potravinv pred ohrievanim. Potom (tt - t) znaf
teplotrry sp6d v poiiato6nom okamihu ohlievania. Hoclnota I sa meni v intcn'ale
t, aL to. Pre I platia ticto okrajov6 hodnoty:

ak t: fo (uvaZovanf bod potravinv nadobudne teplotu prostredia), Y -0:,
ak t - t, (teplota uvaZo'i'an6ho bodu sa oproti podiatodnej nezmeni), Y -L.

V5etky hodnoty I' sa pohybujri v intervale 0 aZ I.
Aby sme mohli kvalitativne vyjadrit rozdelenie teplotn6ho pola v l6,tke o urditej

teplote, ktor6 je ponorend do m6dia o inei kon5tantnej teplotc, potrebujeme rie5it
cliferenci6lnu rovnicu (6). Jednou z cicst presn6ho partikuli,rneho rieienia diferen-
cilr,lnej rovnice (6), ktorir pre n6,5 pripad ne5tacionS,rneho ohricvania potravin zvolime,
je rie$enie v tvare Gatrssovej funkcie chvb. Td,to funkcia m6, tvar

G(") .:

a dasto je oznalovanf, symbolom crfr. Pre Gaussovu funkciu chfb platia tieto
vztahy:

G(0) : 0
G(oo) : I
G(-") : -G(r)q
G'(r) --,,'-e-r'.ln

ktor6 pouZijeme pri na5om pripade rie5enia ncStaciond,rneho toku tepla. Obecnfrn
rie5enim rovnice (6) je potom vytaz:

,: AG + B, (12)

pridom c v Gaussovej funkcii predstavuje v rie6eni viraz rlQ]f ar), A. u n sri kon-
Stanty. Ak zavediemc X'ourierovo krit6rium Eo: a'rlr2, rovnica (I2) dostane tvar

+ B, (13)

ktorlf je obecnSim rie$enim diferencid,lnej rovnice (6).
Pre urbenie kon5tant A a B je potrebn6 zvolit okrajov6 (podiatodn6) podmienky.
Podiatodn6 podmienky pre Studovany ne5tacion6rny tok tepla v lithach o roznej

teplote, ktor6 sa navzS,jom dotlikajf, m6Zeme napisat takto: (obr. l):

(7)'-i e E'd.E

1,, J

,-AG(#)

(8)
(e)

(t0)

(11)

r:0, tt:o:to
r-> @, tr-* -- tt
t:0, t:o-tr

(laa)

(l4b)

(14c)
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Pre uvoden6 ohrajovd podmienky dostaneme:

h:o:AG(O) +B:fo
tt-*:AG(oo) +B:11

Z rovnice (I5) pre B vyplfva: B : fo

Z rovnice (16) dostrivame: A * B : fr; A : \ - to.
Rovnicu (13) pre nale okrajov6 podmienky mdZeme prepisat na tvar

(r5)
(16)

alebo

t _ (t,_fo)G (#) .',

":'r=^:. (#) :. G,t):*(zY;")

(17)

(18)

Z rovnice (18) vypl;fva, Le pre akfkolvek l6tku, 6as potrebny na t,o, aby sa danri
teplota dosiahla v nejakom bode llltky, je priamo rimern;i Stvorcu vzdialenosti tohto
bodu od povrchu Litkv. Okrem toho t,as potrebn;i na to, aby sa dosiahla v danom
bode prislu5nd teplota, je nepriamo rimernly' koeficientu teplotnej vodivosti. Ak po-
znhme koeficient teplotnej vodivosti a m6i,eme pre lubovolnf 6as z urdit na z6,l<lade
rovnice (18) teplotn6 pole v l6,tke (obr. t).

Obr. l. RozloZenie teplot'ndho pola v zrivislosti od dasu z pri nerrstrilenorn toku tepla

Derivovanim rovnice (17) podta iasu dostaneme rychlost ohrievania v lubovolnom
bode.

a$1') :9-9-_\: .*p ( -*,1au,,\. (re)0r ZllnaF- -'-' l, -- t\"t J'
alebo derivovanim podla c dostaneme teplotny gradient v Iubovolnom bocle

a(t - td (r, fo)

1;-t: " 1nol 
exP l-rzl4at)
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Napr. jablko, pre ktor6 koeficient teplotnej vodivosti a : 0,000 145 m2is, o teplote
h : 2o oC, po vhod.eni do vody teplej fo : 100 oC, dosiahne v iom teplota vo vzdia-
Ienosti r: O,0I m (t cm) od po'nchu hodnotu t:lAoC za 7,8 minrlty; v medi,
pre ktorri koeficient teplotnej vodivosti a : 0,107 mz/s, to ist6 nastane zaO,6L sekund.y.

Rovnica (18) charakterizuje rozdelenie tepl6t v ne5tacion6,rne ohrievanej lA,tke.
Bude n6s zarjimaL okamZitly' tok tepla cez jednotkovy povrch dotyku dvoch l5,tok
(r :0). Pre rie$enie okamZit6ho toku tepla pouZijeme rovnicu (2).

Ak do ror-nice (2) dosadime za 61en ?tlDx vjraz z rovnice (20) a rie5ime rovnicu
pre r :0, pre okami,itfLok tepla cez jednotkovir plochu povrchu dostaneme vj.raz

ktor5i ripravou prejde na tvar

q-.t 1l ^iu,-,,t. \v
Vnt V

Vfuazlf )'cp sa 6asto v od.bornej literatirre uvAdza ako koeficient prenikania tepla,
alebo l<oeficient tepelnej aktivity. Pri z->0, okamZitf tok sa bliZi k nekoneinu.

Celkov6 mnoZstvo tepla, ktor6 za cel'jr 6as dotyku prejde do lStky cez jednotkovir
plochu dostaneme integriiciou rovnice (22).

q6:2Ey-f 
^*u, -,,,, r

Cez cel'! powch l5,tky prejde

er,: q(,. s : s l=f ^* 
u" -,,,, J

(21)

(22)

(23)

(23a)

Rovnice (18, 19, 20, 22 a 23) boli od.voden6 za predpokladu, Ze vfrnena tepla
medzi ld,tkami alebo lS,tkou a kvapalnj''rn resp. plynnSim m6diom sa deje ne5ta-
ciondrne, do znamen6,, Le rozmer l6,tok navz6,jom sa dot;fkajricich je v smere tepel-
n6ho toku znadne (nekonedne) velkf alebo Ze doba dotyku obidvoch telies je natolko
kr6,tka, Ze na opadnom konci dotyku (t. j. v strede Litky) nepozorujeme Ziadnu
alebo znadnej5iu zmenu teploty.

Nakoniec mohli by sme si dopredu urdit podmienky, za ktorfch pripustnri chybu
ueprekrotime. I{apr. predpokladajme, Ze povrch l5,tky vzdialenej od jej stredu
na vzdialenost d (r : d) sa dostane do styku s velkfm mnoZstvom kvapaln6ho
m6dia o konitantnej teplote lo. Dalej predpokladajme, Ze koeficient priestupu tepla a,
ktorf charakterizuje priestup tepla medzi kvapalnSTm m6diom a pevnou Litkou
je dostatodne velky (radu aspoil 102), takZe vzhladom na maly? koelicient tepelnej
vodivosti .1 potraviny (radu l0-1), ud.rZuje sa na povrchu l6,tky kon5tantn6, teplota,
htor6, je rovn6, alebo velmi blizka teplote kvapaln6ho m6dia (to). Potom mdZeme
odvodend vztahy aplikovat iba na ten risek tepeln6ho dasove vymedzen6ho procesu,
pokial teplota (fr) v strede lSL,tky sa nezmeni, resp. sa zmeni na predtym stanovemi
hodnotu, ktorri je urdit;im percentom z rozdielu teploty povrchu 15,tky to a jej
podiatodnej teploty tr. (t. j. z tozdieltt to - t, pri z : 0 a r > co). Ur6ime, i,e thto
zmena teploty pri r - d nemd. prevf5it 5 o/o. Potom pod.Ia rovnice (18) dostaneme

RULLETIN Vi2 . Jg66



tr:a-to :.(#) :. (;;):o'ebtr-to
(Hodnoty Gaussovho integr6lu sa pohybujri v hraniciach 0 aZ l). Tfmto sme dostali
.l'rchnri hranicu pouZitia rovnice rozdelenia tepl6t, v potravine pre nri5 pripad. Z tabuliek
Gaussovfch integrri,lov (tab.2, alebo obr. 2) zistime, Ze Gaussov integrril m6 hodnotu

AT (LTnaa
0,95 pre To : : 0,13. Z toho

0,13 . d2
amar - 

-' 

s.
a

Tabulka 2. Hodnoty Gaussovho integrdlu chfb (Y) jeho derivricie (Y')
a Fourierovho krit6ria (n'o)'

d2

G,) :-(+,) AT
Fo--:ft'*n?*)

6,25
2,78

0.96 i I,56

0,787

0,691 0,51

0,595 0,39

0,502 0,309

0,4I5 o,25

0.0625

Takto sme dostali maximS,lnu dobu vykond,vania tepeln6ho procesu za uveden;ich

r,00

d, cm

0,1,

1,0
5,0

10,n

rpas prll a : I,5 . 10-z m2/s

0,86 sekund
86,6 sekirnd

2166 sekfnd
8660 sekrind

Pri vzi,65ej hodnote a, pochopitelne, sa skracuje rimerne doha rmor, pre ktortl
eite platia odvoden6 rovnice.
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Pri v5ipo6toch ohrievania alebo chladenia pevnej l4,tky v kvapaline alebo v plyne
sa zavhdza koeficient priestupu tepla a [W(m, . d"g)]. My sme pri na5ich rivah6,ch
povaZovali pre na5e pripady tento koeficient za dostatodne velkf na to, aby sa
teplota povrchu pevnej l6tky velmi neli5ila od teploty m6dia. Jednako jeho sku-
todnri hodnota bude z6visiet od tasu.

Obr. 2. Graf funkcie i-: G== (krivl<a l) a funkcie f - f(Fo) (krivka 2)
2lf at

Pre priestup tepla z kvapaln6ho (plynn6ho) m6dia do pevnej L|t'ky plati vztah

W/(m'z. deg) (25)

EL&

Q -- Sa(to - tr), J (24)

Po dosadeni rovnice (24) do rol'nice (23a) dostaneme pre koefieient priestupu
tepla v1iraz

"-+V'*'
Z rovnice 25 je vidiet, Ze koeficient priestupu tepla nepriamo rimerne z6,visi

od doby tepeln6ho procesu liiu ,:i* trito doba je kratiia, tym vti,6iiu hodnotu m6, a.
Okrem uveden6ho, rovnica (f8) ddlva nrim predpoklady pre experimentS,lne

stanovenie koeficientu teplotnej vodivosti a,. Zo zmerania teploty v bode a, v dase z,
pri neustrilenom toku tepla v l6,tke, m6Zeme z tabulkl' Gaussovei funkcie ch5;b st,a-

novit hodnotu tt a z nej hoclnotu koeficientu teplotnej vodivosti a.
2lf aq

PouZitie odvodenSich rovnic pre potreby v5iskumu a pra,xe si vyZaduje znalosd
termickych vlastnosti potravin. ktor6 sa v poslednom 6ase intenzivne Stud,ujri
aj na naEom ristave.
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Zoznam pouZitf ch symbolov

A -- rnnozstvo t,epla, J
I : koeficient tepelnej vodivosti, \!(m . cteg)
S : plocha, mz
; :das,s
t : teplota, deg
;ri : vzdialenost,. rn
.i, == povrchovri hrrslol;ll t,epeln6ho tokrr, W/mz
(, : ipecificki teplo, .I/(kg . deg)

hustota, kg/rn3
d, :.- koeficient t,eplotnej vodivosti, m2/s
tr'o - Fourierovo krit,6r'iurn (bezrozmern6 dislo)
q - okamZit;i tok tepla, W
d :. koeficient priestrrpu tepla, \V/(m . r-leg)
y -: pomer rozrlieltr t,epl6t (bezrozrnernd dislo)
exf> r : er
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Srihrn

V pr6ci sa poukazuje na moznosti porrZitia fyzikdlno-matematickei te6rie neust6-
len6ho toku tepla na it(rdium rozdelenia teplotn6ho pola v potravinrich podas
tepelndho spracovania, okamZitdho toku tepla, celkov6ho toku tepla a koeficient,u
priestupu tepla.

B oanr ornuocrr'r np r{MeHeHr4-fl reoprru Hecraqr4oHapHbIx rrp oueccoB
TOr{a TerIJra AJrrr HarpeBa r{ oxJra}fiAeHrrrr frrrrqeBErx IIpoAyKToB

B rrn o iIr't

l3;la6r..rre orrueqaercrr lta Bo:lrrctlinocrrr npltmctrenlla (puarror'rareMarrrrreclioit reol'rr.ru
HeycTalloBl.{Brrrerocfl Toria Tefl.;Ia ilJrr uSyqeHlrq pa{l[eilerrr{q TeMIIepaTyp}IoIo rroJrs r] IIr{IIle-
Bbrx [poAyHTax Bo BpeMH Tel,MrrrrecHoro Aei;icrnua ]ra Hlrx, MrHoneHIIoro roHa rerrJra,
o6rqero roHa rerr"rra u xoe@dnqueura rerr,rrofiepel(aqr{.

A,pplikationsmdglichkeiten der Theorie der vonibergehen-
den Prczesse des Wdrmedurchflusses auf die Erwdrmung

und KUhlung von Lebensmitteln
Z rr sammenf ass ung

hn vorliegcnden Artikel u.urcle aul die Mrig)ichkeiten der Verra't'ndrtng einer physi-
kalisoh-matema,t,ischer Theoric clcs rrnterbtochcnen \Vrirrrreflusses auf das Studiurn
der Verteilung des Wri,nnefeldes in Lebensmitteln bei ihrel Wtinnebehandlrrng, des
momenftrnen W:irmeflusses, des gdnzlichen \\'zirmeflrrsses und des Koeffizientt'n
des Wd,rrnedurchtlittes hingcu'iesen.
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